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Math Kapitel 5 Bonusmaterial

— Einfilhrung —

Sind Sie jemand, der sich mehr Beispiele, Diskussionen und Kommentare in den bewusst kurzen Beschreibungen der
Lektionen wiinscht? Dann sind Sie bei uns genau richtig! Diese Datei enthalt Bonusmaterial fir einige der Aktivitaten aus
Kapitel 5.

Flr Ratsel werden viele Beispiele fiir geloste Ratsel zusammen mit zusatzlichen Kommentaren zu ihrer Erstellung gegeben.
Das Early Family Math-Programm basiert auf der Idee, dass friihe Mathematik etwas ist, das eine Familie gemeinsam tun
sollte, und das Erstellen von Puzzles fir Ihr Kind, die es mit lhnen machen kann, ist ein wichtiger Teil dieses Prozesses.
Sobald Sie mit jedem Rétsel den Dreh raus haben, sollten Sie feststellen, dass die meisten, wenn nicht alle Ratsel fiir Sie
ziemlich einfach zu erstellen sind.

Viele dieser Ratsel haben unterschiedliche Schwierigkeitsgrade, und auf den kommenden Seiten finden Sie viele
Vorschldge und Beispiele, wie Sie diese Level erstellen kdnnen. Beginnen Sie immer mit den einfachsten Ratseln. Es ist viel
besser, wenn Ihr Kind Erfolg, Verstandnis und SpaR mit etwas zu einfachen Réatseln hat, als von zu schweren Ratseln
frustriert, entmutigt und tberfordert zu sein. Sobald Ihr Kind Vertrauen und Begeisterung fiir eine mathematische Aktivitat
aufgebaut hat, ist dies die Zeit, um langsam gréRere Herausforderungen zu integrieren. AuRerdem werden nicht alle Ratsel
fir alle SpalR machen, also drange nicht auf Ratsel und Aktivitaten, die einfach nicht miteinander zu verbinden scheinen.

Das finden Sie auf den folgenden Seiten:
e Kapitel 5 — Nim mit Faktoren
e Kapitel 5 — Sieb von Eratosthenes
e Kapitel 5 — Hebel und Mobiles
e Kapitel 5 — Aufteilung der Schachtel
e Kapitel 5 — Buchstaben Ersetzungsratsel
e Kapitel 5 — Untersuchungen — Spiel mit Formen
e Kapitel 5 — Produktspiel
o Kapitel 5 — Begrenzte Rechner

e Kapitel 5 — Doppelt oder nichts

— Rechtliches —
Jede Familie sollte die Moglichkeit haben, zusammen Mathematik zu lernen und SpaR daran zu haben. Zu diesem Zweck ist Early Family Math eine
Sammlung von Materialien, die Familien und Padagogen ohne Erlaubnis frei bearbeiten, libersetzen, kopieren und verteilen kénnen, nur fir
nicht-kommerzielle Zwecke.
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Kapitel 5 — Nim mit Faktoren

— Einfiihrung —

Beginnen Sie mit einer beliebigen Zahl, sagen wir 20. Lassen Sie das Kind entscheiden, ob es an erster oder zweiter Stelle
steht. Wahrend seines Zuges darf ein Spieler einen beliebigen Teiler der aktuellen Zahl von der Zahl abziehen. Der zu 0
gezwungene Spieler verliert.

— Analyse —

Wie Ublich ist es eine gute Strategie, dieses Spiel kennenzulernen, indem man sich eine einfachere Version des Spiels
ansieht, was in diesem Fall bedeutet, mit sehr kleinen Zahlen zu beginnen. Wenn Sie an der Reihe sind und mit jeder dieser
Zahlen konfrontiert sind, passiert Folgendes: 1 - verlieren, 2 - gewonnen, 3 - verloren, 4 - gewonnen, 5 - verloren, 6 -
gewinnen, 7 verlieren und 8 gewinnen. Inzwischen ist das Muster klar - wenn es Ihr Zug ist und Sie eine ungerade Zahl
haben, dann verlieren Sie; Wenn Sie eine gerade Zahl haben, gewinnen Sie.

Die Gewinnstrategie zu finden ist ein groRer Schritt, aber gehen wir tiefer. Warum funktioniert das? Was sind die
Eigenschaften von ungeraden und geraden Zahlen, die diese Situation verursachen? Stellen Sie Ihrem Kind diese Frage und
geben Sie ihm viel Zeit, dartiber nachzudenken und damit zu experimentieren - es gibt keine Eile, und dieser Prozess des
Ringens mit einer Frage ist von unschatzbarem Wert und sollte nicht kurzgeschlossen werden.

Einige Experimente mit kleinen Zahlen zeigen schnell, was vor sich geht. Wenn Sie eine ungerade Zahl haben, sind alle
Teiler ungerade. Wenn Sie also einen Teiler subtrahieren, ist das Ergebnis eine gerade Zahl. Folglich fliihren ungerade
Zahlen in einer Runde immer zu einer geraden Zahl in der nachsten Runde. Gerade Zahlen haben immer sowohl ungerade
als auch gerade Zahlen fir Teiler. Die Situation ist also nicht ganz dieselbe. Wenn Sie jedoch eine gerade Zahl haben, ist es
Ihr Ziel, Inrem Gegner eine ungerade Zahl zu geben, und es gibt eine einfache Mdglichkeit, dies zu tun - wahlen Sie den
Teiler 1 und ziehen Sie ihn ab!



Kapitel 5 — Sieb des Eratosthenes

— Einfilhrung —
Beginnen Sie mit einem Zahlenstrahl von 1 bis 25 — oder einem grofReren Bereich, wenn der Platz und lhre Geduld es
zulassen.

Schreiben Sie die Zahl 2 darunter. Setzen Sie in der Zeile sogar mit dieser 2 X unter jedes Vielfache von 2.

Ziehen Sie nun die erste Zahl ohne X darunter (in diesem Fall 3) und setzen Sie sie in die ndchste Zeile. Schreiben Sie die 3
und setzen Sie X fir alle ihre Vielfachen in diese Zeile. Fahren Sie auf diese Weise fort. Am Ende haben Sie alle
heruntergezogen Primzahlen. Denken Sie daran, dass 1 eine Einheit und keine Primzahl ist!
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— Analyse —

Dieser einfache Vorgang enthiillt einige interessante Fakten tiber Primzahlen. Sehen Sie, ob lhr Kind einige dieser Fragen
stellen kann. Wenn sie sich jedoch nicht von selbst stellen, sollten Sie sich hier einige Fragen stellen.

1) Warum sind die Zahlen, die nach unten fallen, Primzahlen?

Angenommen, Sie haben eine zusammengesetzte Zahl. Wir wollen zeigen, dass unter dieser Zahl ein X steht. Da es
zusammengesetzt ist, ist es durch eine Zahl n zwischen 1 und dieser Zahl teilbar. Wenn n eine Primzahl ist, dann hatte
unsere zusammengesetzte Zahl ein X darunter, da n eine frilhere Primzahl ist. Wenn n keine Primzahl ist, dann hat es ein X
von einer friheren Primzahl darunter, nenne es p. Nun teilt p gleichmé&Rig n und n teilt unsere neue Zahl gleichmaRig, also
muss p unsere neue Zahl teilen. Folglich ware beim Markieren der Vielfachen von p ein X unter unsere neue Zahl gesetzt
worden.

2) Wenn Sie X fur die Vielfachen einer Primzahl platzieren, gibt es einige Zahlen, die bereits ein X von einer frilheren
Primzahl haben. Wann passiert das und wann nicht?

Schauen wir uns die Vielfachen von 5 im obigen Sieb an. Die Vielfachen 5 x 2, 5 x 3 und 5 x 4 sind bereits durchgestrichen.
Nur 5 x 5 ist neu. Dies geschieht, weil 5x 2,5 x 3 und 5 x 4 alle Vielfache von 2 und 3 sind, friihere Primzahlen. Wenn wir X
an neue Stellen setzen wollen, missen wir 5 mit Zahlen multiplizieren, die nur Primfaktoren ab 5 haben. Da es ein wenig
miihsam ist, all das im Auge zu behalten, streichen manche Leute nur ungerade Vielfache und belassen es dabei.



3) Was war fir dieses Sieb die letzte Primzahl, die ein niitzliches neues X in ihrer Reihe hatte?

In diesem Sieb sind die Primzahlen mit nitzlichen X 2, 3 und 5. Die Vielfachen von 7 und 11 waren alle alte Xs. Wenn Sie
sich die Antwort auf die letzte Frage ansehen, sehen Sie die Antwort hier. Die einzige Moglichkeit, neue X zu erhalten,
besteht darin, eine Primzahl mit Primzahlen zu multiplizieren, die gréRer oder gleich ihr selbst sind. Sobald wir eine
Primzahl wie 7 mit 7 x 7 > 25 erreicht haben, brauchen wir sie nicht mehr zu Gberprifen. Wir missen also nur Primzahlen
prifen, deren Quadrat kleiner oder gleich der letzten Zahl ist.

4) Wenn Sie eine Zahl, sagen wir 53, erhalten wiirden, durch welche Primzahlen miissten Sie diese dividieren, um zu sehen,
dass es sich um eine Primzahl handelt?

Von der Antwort auf die letzte Frage brauchen wir nur noch Primzahlen zu priifen, deren Quadrat kleiner oder gleich 53 ist.
Diese Primzahlen sind 2, 3, 5 und 7 — keine davon teilt 53 gleichmaRig, also muss 53 eine Primzahl sein!



Kapitel 5 — Hebel und Mobiles

— Hebel —

Das Hebelprinzip besagt, dass die Kraft, die eine Masse auf eine Seite eines Hebels ausibt, gleich der Masse mal ihrem
Abstand vom Drehpunkt, dem Drehpunkt, ist.

Im obigen Hebel hat die 3 auf der linken Seite einen Abstand von 5 vom Drehpunkt, also betragt seine Kraft 3 x 5 = 15. Die
5 auf der rechten Seite hat einen Abstand von 3 vom Drehpunkt, also betrdgt seine Kraft 5 x 3 = 15. Dieser Hebel ist im
Gleichgewicht.

Bei mehr als einem Gewicht auf einer Seite addieren sich die Krafte.

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5
| | | | | | | | |
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In diesem Hebel befinden sich3x4 +1x 2+ 1 x 1 =15 auf der linken Seite und 5 x 3 = 15 auf der rechten Seite. Es ist also
im Gleichgewicht.

Wir beschranken diese Probleme auf die Verwendung ganzer Zahlen. Sie kdnnen entscheiden, ob Sie zulassen, dass
mehrere Gewichte an demselben Punkt aufgehangt werden — wir gehen davon aus, dass es in der folgenden Diskussion in
Ordnung ist, mehrere Gewichte zu verwenden.

— Hebelradtsel —

Sie haben ein Gewicht von 3 Gewichtseinheiten und ein Gewicht von 5 Gewichtseinheiten, die Sie auf gegenlberliegende
Seiten des Drehpunkts legen kdnnen. Wo sind sie auszubalancieren? Die Antwort darauf kénnen die Distanzen 5 und 3
sein, es kdnnen aber auch 10 und 6 oder noch gréRere Antworten wie 15 und 9 sein. Seien Sie offen fiir Diskussionen, was
Ihr Kind sich einfallen lasst.

Wenn Sie ein 3-Einheiten- und ein 5-Einheiten-Gewicht auf einer Seite eines Hebels anbringen miissen, welche Gewichte
kdnnen Sie dann in welchen Abstdanden auf der anderen Seite platzieren? Diese Frage setzt die Fragen auf der Seite ,,Make
It Count” am Ende von Kapitel 4 fort. Untersuchen Sie wie zuvor verschiedene Kombinationen von Gewichtungen. Was
passiert, wenn 3 und 5 durch 4 und 5, 4 und 9 oder 6 und 9 ersetzt werden?

Wie dndert sich dieses letzte Problem, wenn wir die 3-Einheiten- und 5-Einheiten-Gewichte auf gegeniiberliegenden Seiten
des Drehpunkts platzieren? Jetzt ist es einfach, ein 1-Einheit-Gewicht zu wiegen, indem Sie 3x2 =5x 1+ 1 x 1 verwenden.
Welche anderen Gewichte kdnnen Sie auf diese Weise wiegen?



— Mobiles —

Sie erhalten einige Gewichte und ein Design fiir ein Mobile mit einigen Befestigungspunkten. Die Herausforderung besteht
darin, pro Befestigungspunkt héchstens ein Gewicht anzubringen, damit das Handy an jedem Arm balanciert. Um dieser
Probleme willen gehen wir davon aus, dass die Drahte, aus denen das Handy besteht, schwerelos sind. Jeder Arm im
Handy ist ein Hebel, der balanciert werden muss, daher sind diese Ratsel eine Erweiterung des Hebels Ausgleichs — tiben
Sie diese Ratsel, bevor Sie damit beginnen.

Beginnen Sie mit den einfachsten Handys, die nur Hebel in der Luft sind. Hier ist eine Losung, um die Gewichte von 1 bis 4
auf dieses Handy zu legen, um es auszubalancieren. Dies funktioniert als Hebel mit dem Drehpunkt am Aufhdngepunkt. Fr
dieses Mobile habenwir2x4+1x2=4x1+3x2.

@ O ©O6
Wenn das Mobile mehr als eine Ebene hat, muss jeder einzelne Arm auf jeder Ebene als Hebel balancieren. Bei diesem
nachsten Mobile gleichen sich die beiden unteren Arme aus, denn 1 x3 =3 x1und 4 x 1 =2 x 2. Fiir das nachste Level
addierst du einfach die Gewichte darunter. Zum Beispiel ist das Gewicht auf der linken Seite 1 + 3 = 4 — was die

nachsthohere Ebene betrifft, spielt es keine Rolle, wo sich die Gewichte auf diesem unteren Arm befinden. Fir die
nachsthohere Ebene gilt also (1 + 3) x 3 =(4 + 2) x 2 = 12, sodass auch die oberste Ebene ausgeglichen ist.

|
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Viel Spalk beim Erstellen von mobilen Puzzles flireinander. Hier ist ein letztes, mit dem Sie spielen kdnnen, indem Sie jede

der Zahlen von 1 bis 6 verwenden. Machen Sie sich keine Sorgen, dass Sie ausgefallen sind und jede Zahl einmal
verwenden. Jedes fertige Puzzle wird SpaR machen. Wenn wir die Ebenen Gberprifen, haben wir:2x2=4x1; 1x4+ (2 +
4)x1=5x2;3x2=6x1;und(1+2+4+5)x3=(3+6)x4.
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Kapitel 5 — Die Box aufteilen

— Einfiihrung —

Ein Rechteck, 4 mal 4 oder groRer, mit Zahlen in einigen seiner Quadrate, ist in kleinere Rechtecke aufgeteilt werden. Jede
Zahl muss in einem separaten Rechteck enden, dessen Flache diese Zahl ist.

Flr Erwachsene ist das Konstruieren dieser Ratsel einfach genug. Nehmen Sie ein Rechteck, teilen Sie sein Inneres in
Rechtecke auf, geben Sie Zahlen fiir die Bereiche innerhalb jedes inneren Rechtecks ein und entfernen Sie dann alle
Zeichen der inneren Rechtecke. Der einzige knifflige Teil ist das Einfligen von Zahlen an Stellen, die das Losen des Ratsels
relativ einfach machen - Sie kdnnen jederzeit Hinweise geben, wenn |hr Ratsel zu schwierig wird.

— Losungsstrategien —

Hier sind einige allgemeine Strategien, die das Losen dieser Ratsel vereinfachen kénnen. Geben Sie lhr Bestes, damit lhr
Kind diese Regeln entdeckt, wahrend es mit den Ratseln spielt. Machen Sie eine Liste mit den Regeln, die sie sich

ausdenken.

(g%
(g%
(W%

4 4 4

1) Betrachten Sie Zahlen mit nur einer oder zwei Optionen fiir ihre Rechtecke.

Beide 4er sind stark eingeschrankt. Jede 4 darf sich nur innerhalb eines 1 x 4 oder eines 2 x 2 Rechtecks befinden. Die
obere 4 ist eingesdaumt, kann also nicht innerhalb eines 1 x 4 sein. Es muss also ein 2 x 2 Rechteck in der oberen linken Ecke
sein. Damit bleibt der unteren 4 nur die Moglichkeit, dass ihr Rechteck 1 mal 4 ist und entlang der Unterseite verladuft.

2) Schauen Sie sich Primzahlen an — sie missen sich in einem 1 mal n Rechteck befinden.

Die 3 im obigen Puzzle miissen in einem 1 x 3 Rechteck enthalten sein. Die 3 in der oberen rechten Ecke kann nur Teil eines
1 x 3 Rechtecks sein, das entlang der oberen Kante oder entlang der rechten Seite verlauft. Das obere linke 2 x 2 Quadrat,
das fiir die 4 blockiert ist, macht es unmaoglich, ein 1 x 3 entlang der oberen Kante zu haben.

Die 1 zu 4 entlang der Unterseite zwingt die 1 zu 3, damit die niedrigere der beiden 3en die h6here der beiden vertikalen
Moglichkeiten ist.



4 2 4 2 4 2

3) Zahlen nahe der maximalen Dimension haben oft nur wenige Optionen.

Schauen Sie sich die 6er und 5er in diesem nachsten Puzzle an. Die oberste 6 braucht viel Platz, und der einzige Weg, um
genug Platz dafiir zu haben, ist vertikal gerade nach unten und verbraucht die gesamte Saule. Die anderen 6 kénnen nicht 1
X 6 sein, da die Zeile durch die Spalte der anderen 6 abgeschnitten wurde. Die untere 6 muss also eine 2 x 3 sein, was noch
nicht ganz bestimmt ist.

Als ein weiteres Beispiel, wenn es eine 8 in diesem Puzzle gegeben hitte, hatte 1 mal 8 nicht gepasst, also misste es Teil
eines 2 mal 4 Rechtecks sein.

4) Felder, die eingerahmt sind, haben nur wenige Optionen.

Die oberste 5 ist eingerahmt, so dass die einzige Moglichkeit besteht, sich in einer 5-Box-Spalte zu befinden. Die anderen 5
missen, da es sich ebenfalls um eine Primzahl handelt, vertikal oder horizontal verlaufen. Es wird horizontal von der Spalte
fir die 6 abgeschnitten, muss also vertikal bis direkt unter die 3 gehen.

5) Ecken sind oft stark eingeschrankt.

Die 2 in der oberen rechten Ecke muss horizontal verlaufen, damit sie leicht auszufullen ist.



Kapitel 5 — Buchstaben Ersetzungsratsel

— Einfiihrung —

Sobald sich Ihr Kind mit den fehlenden Zahlenratseln von ein paar Seiten weiter oben in diesem Kapitel vertraut gemacht
hat, kann es beginnen mit diesen Ratseln spielen. Dabei werden eine oder mehrere Ziffern durch Buchstaben ersetzt. Die
drei Regeln flr Buchstaben lauten:

e Ein Buchstabe hat immer die gleiche Ziffer Ziffer ganz

e Dielinks einer Zahl ist nie 0

e Unterschiedliche Buchstaben missen unterschiedliche Ziffern sein

Erstellen Sie diese Réatsel, indem Sie eine Additions- oder Subtraktionsaufgabe nehmen und eine oder mehrere Ziffern
ersetzen. Die Ratsel konnen auch erstellt werden, um Ihrem Kind interessante Problemlésung Herausforderungen zu
stellen. Beachten Sie, dass die Werte der Buchstaben nicht von Puzzle zu Puzzle (ibertragen werden.

— Beispiele —

Dieses erste Beispiel veranschaulicht, wie Sie aus einer Standard-Additions- oder Subtraktionsaufgabe ein
Buchstabenersetzungsratsel machen kénnen. Die erste Version ersetzte alle 6er durch A und die zweite Version ersetzte die
2er durch Bs.

23 23 B3
+46 ___ +4A +4A
69 A9 A9

Der Rest dieser Beispiele ist sorgfaltig konstruiert, um eine Losung unter Verwendung der Eigenschaften der jeweiligen

Situation zu ermdglichen. Eine zu beachtende Eigenschaft ist, dass beim Addieren von zwei Zahlen der Ubertrag in die
nachste Spalte immer entweder 0 oder 1 ist. In der Aufgabe A + A = C4 muss C also beispielsweise 1 sein, weil es nicht sein

darf 0. B B A A D A
+8 +B +A +2 +2 +B
C 8 C4 BC EE AC

A C A A

A C A A A B
+A +C +7 +B +BB +AB
B2 D4 B BO A7 BA

BA AD AA AA AA AA
+BB +BD +BA +CB +AB +AA
CAB BCC BBC BBC CAC BBC




Kapitel 5 — Mit Formen spielen

— Billardkugel hiipfen — Einfiihrung —

Stellen Sie sich einen Billardtisch vor, der in jeder Ecke eine Tasche hat. Wenn ein Ball von der
Seite des Tisches abprallt, springt er im gleichen Winkel weg, in dem er hereingekommen ist.

Wenn wir einen Ball in einem Winkel von 45 Grad aus der unteren linken Ecke schieRen, wo
landet er? Die Antwort hangt von der GréRRe der Tabelle ab. Rechts abgebildet ist, was auf

einem 3 x 4 Tisch passiert.

Geben Sie Threm Kind eine Zeichnung eines Tisches und fordern Sie lhr Kind auf,
vorherzusagen, welche Ecke zuerst getroffen wird und wie viele Spriinge es brauchen wird,
bevor es zu dieser Ecke kommt.

— Hipfende Billardkugel — Analyse —

Lassen Sie lhr Kind zunachst damit herumspielen und haben Sie keine Eile, Ergebnisse zu entdecken. Wie Sie sehen
werden, beinhaltet dieses Problem einige ausgekligelte Ideen fiir einen jungen Menschen. Stellen Sie bei Bedarf ein oder
zwei Fragen, um ihrem Denken etwas mehr Struktur zu geben. Sie wissen, was auf Sie zukommt — schauen Sie sich zuerst
einfachere Tabellen an, um nach Mustern zu suchen — wenn diese Idee fir |hr Kind automatisch wird, wird es ihm fir den
Rest seines Lebens gute Dienste leisten!

Die einfachsten Tabellen sind 1 mal n und sie sind leicht zu verstehen. Beim Spielen mit ein paar Werten von n entsteht das
Muster schnell. Es ist leicht, ein einfaches Ergebnis wie dieses zu unterschatzen; Jedes vollstandig verstandene Ergebnis
muss jedoch gefeiert werden, und dieses Ergebnis wird zu anderen fiihren.

Ergebnis: 1 x n Tisch: Der Ball wird n-1 Spriinge machen. Der Ball landet in der unteren rechten Ecke, wenn n gerade ist,
und in der oberen rechten Ecke, wenn n ungerade ist.

Die nachsten einfachsten Tabellen sind 2 mal n. Die Muster hier sind etwas komplizierter. Gute Aufzeichnungen kdnnen bei
so etwas einen groRen Unterschied machen. Ein aufmerksamer Experimentator wird feststellen, dass sich eine 2 mal 4
Tabelle genauso verhalt wie eine 1 mal 2 Tabelle und eine 2 mal 6 Tabelle wie eine 1 mal 3. Dies lasst sich schnell auf das
nachste Ergebnis verallgemeinern.

Ergebnis: Eine 2 mal 2xn Tabelle verhalt sich wie eine 1 mal n Tabelle.

Warum ist das? Was ist los? Dies ist ein mathematischer Prozess, den Sie Ihrem Kind beibringen kénnen — suchen Sie nach
Mustern und versuchen Sie dann, sie zu verstehen, und erweitern Sie mit diesem neuen Verstandnis lhre friiheren
Ergebnisse.

Was passiert ist, dass sich die Bounces auf einem Tisch nicht andern, wenn Sie beide Dimensionen um denselben Faktor
vergrofRern. Wenn das erledigt ist, ist die Tabelle groRer, aber die Geometrie ist gleich. In geometrischer Hinsicht werden
die beiden Tabellen als ,,dhnlich” bezeichnet.

Ergebnis: Eine kxm mal kxn Tabelle verhalt sich genau wie eine m mal n Tabelle.



Wir sind in kleinen Schritten hierher gekommen, aber das ist ein GRORES Ergebnis. Das bedeutet, dass wir unsere Analyse
fir jede Tabelle beginnen kdnnen, indem wir zuerst alle gemeinsamen Faktoren entfernen.

Wir setzen dort fort, wo wir aufgehort haben fiir 2 mal n Tabellen. Wir verstehen, was passiert, wenn n gerade ist, aber
was passiert, wenn n ungerade ist? Was passiert fir 2 mal n flirn =1, 3, 5, 7 usw.? Das Muster ist schnell zu erkennen.

Ergebnis: Wenn n ungerade ist, hat ein 2 mal n Tisch n Bounces und landet in der oberen linken Ecke.
Es werden viele Fortschritte gemacht. Das Spielen mit mehr Beispielen fihrt zu weiteren Mustern.

Ergebnis: Wenn n kein Vielfaches von 3 ist, hat eine 3 mal n Tabelle n+1 Bounces und endet in der oberen rechten Ecke,
wenn n bei Division durch 3 einen Rest von 1 hat, und in der unteren rechten Ecke, wenn n a . hat Rest von 2 bei Division
durch 3. Wenn n ungerade ist, hat ein 4 mal n Tisch n + 2 Bounces und endet in der oberen linken Ecke. Wenn n kein
Vielfaches von 5 ist, hat eine 5 mal n Tabelle n+3 Bounces und landet in der oberen rechten Ecke, wenn n ungerade ist und
in der unteren rechten Ecke, wenn n gerade ist.

An dieser Stelle sind wir versucht, die Daten durchzulesen, einige Muster zu erkennen und Vermutungen anzustellen.

Vermutung: Angenommen, k und n haben keine gemeinsamen Faktoren. Dann hat eine ak by n Tabelle k + n - 2 Bounces.
Es endet in der oberen linken Ecke, wenn k gerade ist. Es endet in der oberen rechten Ecke, wenn k ungerade und n
ungerade ist, und in der unteren rechten Ecke, wenn k ungerade und n gerade ist.

Wow - wenn diese Vermutung zutrifft, haben wir dieses Problem vollstédndig gel6st! p
Du weil3t, was kommt... Mal sehen, ob wir erklaren kdnnen, warum diese R
Vermutung wahr sein sollte (oder herausfinden, dass sie falsch ist). '

Obwohl es andere Moglichkeiten gibt, diese Situation zu verstehen, wie es g

manchmal der Fall ist, ist es eine neue Idee, die dieses Problem viel einfacher zu -
verstehen macht. Es mag lhnen nicht einfallen, aber wenn Sie es einmal sehen, L
werden Sie wahrscheinlich erstaunt sein. Die Idee ist, den Tisch so aufklappen, dass .

der Ball in einer geraden Linie gehen kann! Hier ist, was passiert, wenn wir den /
urspriinglichen 3 x 4 Tisch aufklappen und den Weg des Balls zu einer geraden Linie i

machen. —

Zu sehen, dass die Vermutung wabhr ist, ist jetzt viel einfacher. Die Spriinge entsprechen den sich kreuzenden Linien - es
missen (k - 1) von ihnen in die eine Richtung und (n - 1) von ihnen in die andere Richtung gekreuzt werden, also
zusammen ergibt das eine Summe von (k- 1) + (n - 1) =k + n - 2 zu kreuzende Linien. Um zu sehen, in welcher Ecke es
landet, muss man den Uberblick behalten, wie sich die Dinge entwickeln. Wir haben jetzt alle eine ziemlich interessante
Reise hinter uns.



— Fiillen von Regionen mit Formen — Einfiihrung —

Angenommen, Sie haben ein 8 x 8-Schachbrett und eine Sammlung von 1 x 2 Kacheln. Es ist einfach, einen Weg zu finden,
das Schachbrett mit 32 dieser 1 x 2 Kacheln genau zu bedecken.

Fangen wir an, einige Felder vom Schachbrett zu entfernen und sehen, was passiert. Wenn Sie eine Ecke des Schachbretts
entfernen, wissen Sie sofort, dass Sie das Schachbrett nicht mehr mit Kacheln belegen kénnen, da die Kacheln immer eine
gerade Anzahl von Feldern bedecken, und es sind jetzt 63 Felder zu bedecken. Okay, entfernen Sie zwei Ecken, um eine
gerade Anzahl verbleibender Quadrate zu erhalten - kdnnen Sie sie jetzt abdecken? Die Antwort hangt davon ab, welche
zwei Ecken Sie entfernen. Wieso den? Was passiert, wenn Sie sich nicht mehr auf das Entfernen von Ecken beschranken,
was passiert dann?

— Fiillen von Regionen mit Formen — Analyse —

Lassen Sie lhr Kind damit spielen, bevor Sie die Farbidee enthillen. Wenn sie mit kleinen Brettern herumspielen, konnen
sie die Regel selbst entdecken, und das ist immer besser.

Eine Beobachtung, die bei dieser Frage sehr hilft, ist die Farbgebung der Schachbrettfelder. Wenn Sie die 1 x 2 Kacheln
nehmen und ein Quadrat weil und das andere schwarz farben, werden Sie sehen, dass etwas Interessantes passiert. Jedes
Plattchen muss ein Quadrat jeder Farbe abdecken. k Kacheln bedecken nicht nur 2xk Quadrate, sondern auch k weil3e
Quadrate und k schwarze Quadrate — die gleiche Anzahl von Quadraten jeder Farbe. Mit dieser Idee wird es offensichtlich,
dass es unmaoglich ist, das Brett zu bedecken, wenn Sie mehr Felder einer Farbe entfernen als eine andere.

Wenn lhrem Kind diese Fragen gefallen, beginnen Sie damit, andere Formen zu verwenden, um die Tafel zu flllen. Spielen
Sie herum, indem Sie es mit 1 x 3 Kacheln oder mit 3 Quadraten in L-Form fiillen. Welche Muster und Regeln entdecken Sie
dabei? Welche anderen Formen kdnnten interessant sein, damit zu spielen?

— Quadrate mit Quadraten — Einfiihrung —

Flllen Wie kann man ein Quadrat mit anderen Quadraten fiillen, wobei die anderen Quadrate nicht alle gleich grol} sein
missen? Die Langen kdnnen jedoch keine vollig zufdlligen Zahlen sein — die Seitenldange des Quadrats muss ein
ganzzahliges Vielfaches einer festen Lange sein. Die zu untersuchende Frage lautet: Wie viele Quadrate sind moglich?
Wenn Sie wissen, dass eine Zahl moglich ist, gibt es eine einfache Moglichkeit, die Vorgehensweise zu beschreiben?

Lassen Sie lhr Kind viele Tage damit spielen und beeilen Sie sich nicht, die Antwort zu finden. Es gibt viele

verschiedene Moglichkeiten, Ideen fiir diese Untersuchung zu entwickeln. Seien Sie also flexibel und

arbeiten Sie mit den Ideen Ihres Kindes. Hier ist ein Diagramm, das zeigt, wie 6 moglich ist.

Es ist immer eine gute Idee, einige schnelle Beispiele zu finden. Das groRe Quadrat in gleich grof3e
Quadrate zerlegen, um einen einfachen Anfang zu haben. Daraus wissen Sie, dass die Quadratzahlen (1, 4, 9, 16, 25, ...)
alle funktionieren.



Ausgehend vom Beispiel mit 6 Quadraten kdnnen wir ein groBes Quadrat beliebiger GréRe verwenden und auf zwei seiner
Seiten 1 x 1 Quadrate platzieren. Damit erhalten wir fiir immer groRere Quadrate (1 mal1,2mal2,3mal3,...)1+3=4,1
+5 =16 (wie abgebildet), 1+7=8,1+9=10, und so weiter. So kdnnen alle geraden Zahlen, die mit 4 beginnen, auf diese

Weise durchgefihrt werden.

Eine leistungsstarke Idee, die dies schnell abschlieBt, besteht darin, zu sehen, dass wir ein

funktionierendes Diagramm nehmen und eines seiner Quadrate durch ein anderes

funktionierendes Diagramm ersetzen kénnen. Wenn Sie also zum Beispiel ein einfaches 2 mal 2 mit
4 1 mal 1 Quadraten gefillt nehmen und eines dieser 1 mal 1 Quadrate durch das 6 Quadrate
Beispiel ersetzen, erhdlt man das rechts gezeigte Diagramm mit 9 Quadraten.

Da ein Quadrat durch ein n-Quadrat-Diagramm ersetzt wird, besteht die Netto Anderung in der Anzahl der Quadrate darin,
n-1 davon hinzuzuftigen. Das bedeutet, dass wir eine funktionierende Zahl nehmen und ein Vielfaches von eins weniger zu
jeder anderen funktionierenden Zahl addieren kénnen. Insbesondere kdnnen wir Vielfaches von 4 -1 = 3 bis jede andere
Zahl, die Werke hinzufiigen - die einfach diejenigen 3 hinzufligen zu beginnen alle geraden Zahlen mit 4.

Putting Dass alle zusammen sagt dass die Zahlen 1, 4, 6, 7, 8, 9, ... alle funktionieren, und es ist leicht, zumindest eine
einfache Moglichkeit zu erkennen, sie zu konstruieren. Es ist auch leicht, sich selbst davon zu liberzeugen, dass 2, 3 und 5
unmaoglich sind.

Wenn |hr Kind diese Frage gerne untersucht, erkunden Sie Variationen dieses Themas. Angenommen, Sie lassen nur
Quadrate bestimmter GréRen zu - wie 1 x 1, 2 x 2 und 3 x 3. Oder vielleicht nur 2 x 2 und 3 x 3. Sehen Sie, welche Fragen zu
interessanten Ergebnissen fiihren und welche nicht so interessant sind .

Eine andere Richtung, die man sich ansehen sollte, ist das Fillen anderer Figuren mit Figuren, die die gleiche Form haben.
Stellen Sie zum Beispiel die gleiche Frage flr regelmaRige Dreiecke (Dreiecke mit allen Seiten gleich lang). Manche Zahlen
sind auf diese Weise interessant zu untersuchen, andere Gberhaupt nicht — welche?



Kapitel 5 — Produktspiel

— Einfiihrung —

Verwenden Sie ein gemeinsames Blatt Papier, das wie folgt ausgefullt ist:

Der erste Spieler bewegt einen Spielstein auf eine beliebige Zahl von 1 bis 9 in den
Feldern 1-9 in der unteren Reihe. Der zweite Spieler legt einen weiteren Marker auf
eines der Felder 1-9 in der unteren Reihe und beansprucht das Produkt im
6-mal-6-Raster. Von da an entscheidet sich jeder Spieler, einen der beiden Spielsteine
zu bewegen und das Produkt zu beanspruchen (wenn er kann). Der erste Spieler, der
3 Felder in Folge beansprucht, gewinnt. Mischen Sie die Produktnummern im
6-mal-6-Raster, um Ihrem Kind die Identifizierung der Produkte zu erleichtern.

Diese Spielbretter kdnnen beliebig gro gemacht werden, obwohl sie ziemlich schnell
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ziemlich groR werden. Hier sind ein paar groRere Boards mit den entsprechenden groReren Nummernkreisen darunter.

Yl1]2|3|4|5]6 Yl1|2|3|4|5]|6]|7
12(3|4|5]686 708 9|10|1n|12|14 g9 (101 |H|12]|1415
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25|27 |28 |30 |32 |35 35|36 |40 | 42 | 44 | 45 | 48 42| 44 | 45 | 48 || 49 |50 |54
36|40 |42 |45 | 48|49 49 || 50| 54 | 55 | 56 | 60 55|56 |60 | 63 |64 | 66|70 |72
50 | 54 |56 |60 | 63 | 64 63| 64 | 66| 70| 72|77 |80 Y| 7780|8184 (889096
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Die Quadrate mit roten Sternen sind ,freie” Quadrate und kdnnen nach Bedarf von beiden Seiten genutzt werden.




Kapitel 5 — Eingeschrankte Taschenrechner

— Einfiihrung —

Angenommen, Sie haben einen stark kaputtem Taschenrechner und werden aufgefordert, ein Ergebnis auf dem
Taschenrechner zu erzeugen. Sie kénnen sich eine Vielzahl von Szenarien ausdenken, die mit einer kurzen Ratsel
Beschreibung interessante Herausforderungen bieten kdnnen. Diese Aktivitat ist einfach miindlich zu spielen, wenn Sie
einen freien Moment haben. Hier sind einige Beispiele, um Ihnen den Einstieg zu erleichtern.

Obwohl es einige Momente gibt, in denen diese Fragen tiefer mathematisch behandelt werden, handelt es sich meistens
um Probleme, die ausschliefllich dem SpaR am Herumspielen dienen.

1a) Angenommen, Sie hatten einen Taschenrechner mit +, -, x und /, aber nur einer funktionierenden Zifferntaste, der 4.
Koénnten Sie das Ergebnis 21 erhalten? Wenn ja, wie viele Schritte wiirden Sie am wenigsten benétigen?

4+4+4+4+4+4/4=21ist eine Moglichkeit, aber es gibt viele andere Maoglichkeiten. Ein anderer ist 4 x (4 + 4/4) + 4/4.
Das Ziel ist es, herumzuspielen und die Erkundung zu genieBen.

1b) Angenommen, Sie kdnnten 4 héchstens viermal verwenden — welche Zahlen kénnten Sie produzieren? Angenommen,
Sie mussten die 4 genau viermal verwenden.

Wenn die mathematischen Ressourcen eines Kindes zunehmen, ist das Problem der Vier 4 ein lustiges Ratsel. Zu diesem
Zeitpunkt sind die Auswahlmaéglichkeiten lhres Kindes ziemlich begrenzt, aber es macht immer noch viel SpaR, damit
herumzuspielen. Es wird besonders schwierig sein, viele der Zahlen ohne Division oder Dezimalzahlen zu machen. Machen
Sie sich keine Sorgen, alle Zahlen in der richtigen Reihenfolge zu finden - denken Sie sich einfach so viele verschiedene
Zahlen wie moglich aus.

Hier sind ein paar Beispiele, um lhnen den Einstieg zu erleichtern.
1=(4/4)x (4/4) =44 / 44

2=4/((4+4)/4)

3=(4+4+4)/4

4=(4-4)x4+4

6=4+(4+4)/4

7=44/4-4

8=(4+4)x(4/4)=4+4+4-4

32=4x4+4x4

1c) Spielen Sie damit, andere einzelne Zahlen zu haben und andere Ergebnisse zu erzielen.



2a) Angenommen, |hr Taschenrechner kénnte nur 4 oder 7 addieren. Welche Zahlen kénnten Sie produzieren?

Das ist das Ergebnis, das wir mittlerweile schon mehrfach gesehen haben. Beginnend bei (4 - 1) x (7 - 1) kdnnen Sie alle
Zahlen durch Addition von Vielfachen von 4 und 7 erreichen. 18 =2x7+4,19=3x4+7,20=5x4, 21 =3 x 7 usw.

2b) Angenommen, es hatte 4 oder 7, aber es konnte addieren und subtrahieren. Welche Zahlen kénnten Sie produzieren?
Auf diese Weise konnen Sie alle Zahlen erzeugen.
2c) Ersetzen Sie 4 und 7 durch andere Zahlenpaare. Was passiert mit diesen Paaren?

In der Zahlentheorie wird dies als Theorem von Bezout bezeichnet. Das Ergebnis besagt, dass man durch Kombinieren von
Vielfachen zweier Zahlen ein beliebiges Vielfaches des groRten gemeinsamen Teilers der beiden Zahlen erzeugen kann.

3) Angenommen, Sie hatten nur einen 1-Schliissel und kdnnten nur addieren oder verdoppeln. 2 x (2 x 1) + 1 ist
beispielsweise 5. Welche anderen Zahlen konnen Sie erstellen?

Dies ist eine Frage zu verkleideten Binadrzahlen. Es ist nicht wichtig, dass lhr Kind dies erkennt oder versteht, es ist nur zum
Spielen da. Jede Zahl kann binar geschrieben werden, also kdnnen alle Zahlen durch die Kombination von Verdoppelung
und Addition von 1 erreicht werden. Zum Beispiel ist 2116 + 4 + 1. Also, 21 =2x(2x(2x(2x 1) +0) + 1) + 0) + 1.



Kapitel 5 — Doppelt oder Nichts

— Einfiihrung —

Die Spieler beginnen das Spiel, indem sie heimlich 5 verschiedene Zahlen auswahlen, die gréRer als 20 und nicht groRer als
120 sind. Nachdem sie ausgewahlt wurden, werden sie dort geschrieben, wo alle kdnnen sieh sie. Mit Zahlenkarten oder
einem anderen Gerat wird eine Zufallszahl von 1 bis 20 erstellt. Diese Zahl wird wiederholt verdoppelt, bis entweder die
Zahl einer Person zum ersten Mal getroffen wird oder die Zahl grofRer als 120 wird. Der erste Spieler, der alle fiinf Zahlen
getroffen hat, ist der Gewinner.

— Analyse —
Die Frage ist: Welche fiinf Zahlen sind am besten zu wahlen? Hier sind einige Ideen zum Nachdenken.
Regel: Wahlen Sie immer eine Zahl, die eine Zweierpotenz von 1 bis 20 ist.
Wenn Sie eine Zahl wie 23 oder 46 wahlen, kénnen sie nie getroffen werden und Sie verlieren garantiert.

Regel: Wahlen Sie niemals eine Zahl, die doppelt so grof} ist wie eine andere Zahl, die Sie hatten wahlen kdnnen, es aber
nicht getan haben.

Wenn Sie 44 wahlen, warum nicht stattdessen 22 wahlen? Wenn die andere Person 22 wahlt, verpassen Sie eine Runde.

Weitere Analyse: Die Zahlen von 1 bis 20 werden mit gleicher Wahrscheinlichkeit gewahlt. Da 9 jedoch zu 18 fuhrt, ist 18
als Ausgangspunkt doppelt so wahrscheinlich wie beispielsweise 11. Kombiniert man die verschiedenen
Startmoglichkeiten, ergeben sich fiir die Startpunkte folgende Wahrscheinlichkeiten:

11-1/20 (von 11)

12 -3/20 (von 3, 6 und 12)
13-1/20 (von 13)

14 - 2/20 (ab 7 und 14)
15-1/20 (ab 15)

16 -5/20 (ab 1, 2, 4, 8 und 16)
17 - 1/20 (ab 17)

18 -2 /20 (von 9 und 18)

19 -1/20 (von 19)

20 - 3/20 (von 5, 10 und 20)

Die besten Zahlen sind eindeutig Vielfache von 16, 12 und 20. Eine einfache Strategie besteht darin, die flinf Zahlen zu
verwenden: 32, 64, 24, 48 und 40. Diese Zahlen werden nicht immer gewinnen, aber sie sollten mit der Zeit sehr gut fur Sie
sein.



