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Math Capitulo 5 Material de bonus

— Introdugdao —

Vocé é alguém que gostaria que houvesse mais exemplos, discussdes e comentdrios nas descri¢des intencionalmente
breves das aulas? Se sim, vocé veio ao lugar certo! Este arquivo contém material bdnus para algumas das atividades do
Capitulo 5.

Para quebra-cabecas, muitos exemplos de quebra-cabecas resolvidos sdo fornecidos, junto com comentdrios adicionais
sobre como crid-los. O programa Early Family Math é baseado na ideia de que a matematica inicial é algo que uma familia
deve fazer juntas, e fazer quebra-cabecas para seu filho fazer com vocé é uma parte importante desse processo. Depois de
pegar o jeito de cada quebra-cabega, vocé descobrird que a maioria, sendo todos, os quebra-cabegas sdo bastante faceis
de criar.

Muitos desses quebra-cabecas tém diferentes niveis de dificuldade, e ha muitas sugestdes e exemplos nas proximas
paginas sobre como criar esses niveis. Sempre comece com os quebra-cabecas mais faceis. E muito melhor que seu filho
tenha sucesso, compreensao e diversdao com quebra-cabegas um pouco faceis demais do que ficar frustrado, desanimado e
superado por quebra-cabecas dificeis. Depois que seu filho adquirir confianga e entusiasmo para uma atividade
matematica, é hora de aos poucos incorporar desafios maiores. Além disso, nem todos os quebra-cabegas sao divertidos
para todos, entdo ndo force os quebra-cabecas e as atividades que parecem ndo se encaixar.

Isso é o que vocé encontrara nas seguintes paginas:
e Capitulo 5 — Nim com fatores
e Capitulo 5 — Peneira de Eratdstenes
e Capitulo 5 — Alavancas e maébiles
e Capitulo 5 — Divida a caixa
e Capitulo 5 — Quebra-cabegas de substitui¢cao de letras
e Capitulo 5 — Investigagdao — Brincando com formas
e Capitulo 5 — Jogo do produto
e Capitulo 5 — Calculadoras limitadas

e Capitulo 5 — O dobro ou nada

— Coisas legais —
Cada familia deve ter a oportunidade de aprender e desfrutar matematica juntos. Para esse fim, Early Family Math é uma colegdo de materiais que
familias e educadores podem editar, traduzir, copiar e distribuir livremente, sem pedir permissdo, apenas para uso ndo comercial.
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Capitulo 5 — Nim com Fatores

— Introdugao —

Comece com qualquer nimero, digamos 20. Deixe a crianga decidir se vai primeiro ou segundo. Durante sua
vez, um jogador pode subtrair qualquer divisor do nimero atual do nimero. O jogador for¢cado a 0 perde.

— Analise —

Como de costume, uma boa estratégia para aprender sobre este jogo é olhar para uma versdao mais simples do
jogo, o que neste caso significa comecar com ndmeros muito pequenos. Se for a sua vez e vocé se deparar com
cada um desses numeros, eis o que acontecera: 1 - perder, 2 - ganhar, 3 - perder, 4 - ganhar, 5 - perder, 6 -
ganhar, 7 perder e 8 vencer. A essa altura, o padrdo esta claro - se a jogada for sua e vocé tiver um nimero
impar, perderd; se vocé tiver um nimero par, vocé vencera.

Encontrar a estratégia vencedora é um grande passo, mas vamos mais fundo. Por que isso funciona? Quais sao
as propriedades dos nimeros impares e pares que criam essa situacdo? Coloque esta questao diante de seu
filho e dé-lhe muito tempo para pensar sobre ela e experimenta-la - ndo ha pressa, e este processo de lutar
com uma questdo é inestimavel e ndo deve ser curto-circuitado.

Algumas experiéncias com pequenos numeros revelam rapidamente o que estd acontecendo. Se vocé tiver um
numero impar, todos os divisores serdo impares; portanto, quando vocé subtrair qualquer divisor, o resultado
serd um numero par. Consequentemente, os nimeros impares em uma jogada sempre levam a um namero par
na proxima jogada. Os nimeros pares sempre tém numeros impares e pares como divisores. Portanto, a
situacdo ndo é exatamente a mesma. No entanto, se vocé tiver um nimero par, seu objetivo é dar ao seu
oponente um nuimero impar, e ha uma maneira facil de fazer isso - selecione o divisor 1 e subtraia-o!



Capitulo 5 — Peneira de Eratostenes

— Introdugdo —
Comece com uma linha numérica numerada de 1 a 25 - ou um intervalo maior se o espaco e sua paciéncia
permitirem.

Escreva o nimero 2 abaixo dele mesmo. Na linha mesmo com este 2, coloque Xs abaixo de cada multiplo de 2.

Agora, puxe para baixo o primeiro nimero sem Xs abaixo dele (3 neste caso) e coloque-o na proxima linha.
Escreva o 3 e coloque o X nessa linha para todos os seus multiplos. Continue assim. No final, vocé tera retirado
todos os primos. Lembre-se de que 1 é uma unidade e ndo um primo!

1 23 4567 8 9101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

2 l I X l X x| x x| x| x x| x

3 X X X X X X
5 X X X

7 X X
11 X
13 17 19 23
— Anadlise —

este processo simples revela alguns fatos interessantes sobre os primos. Veja se seu filho pode fazer algumas
dessas perguntas - no entanto, se elas ndo surgirem naturalmente, aqui estdo algumas perguntas a serem
feitas.

1) Por que os nUmeros que caem sdo primos?

Suponha que vocé tenha um nimero composto. Queremos mostrar que esse nimero terd um X abaixo dele.
Sendo composto, é divisivel por algum nimero, n, entre 1 e esse nimero. Se n for primo, entdo nosso nimero
composto teria um X abaixo dele, de n ser um primo anterior. Se n ndo for primo, entdo ele tem um X abaixo
dele de algum primo anterior, chame-o de p. Agora, p divide igualmente n e n divide igualmente nosso novo
numero, entdo p deve dividir nosso novo nimero. Conseqlientemente, ao marcar os multiplos de p, um X teria
sido colocado sob nosso novo nimero.

2) Quando vocé esta colocando X's para os multiplos de um primo, ha alguns nimeros que ja possuem um X de
um primo anterior. Quando isso acontece e quando ndo acontece?

Vejamos os multiplos de 5 na peneira acima. Os multiplos 5x 2,5 x 3 e 5 x 4 ja estdo riscados. Apenas 5 x5 é
novo. Isso acontece porque 5x 2,5 x 3 e 5 x4 sdo todos multiplos de 2 e 3, primos anteriores. Se quisermos
colocar X em novos lugares, devemos multiplicar 5 por nimeros que possuem apenas fatores primos que sao 5
ou mais. Como é um pouco tedioso acompanhar tudo isso, o que algumas pessoas fazem é apenas riscar os
multiplos impares e deixar por isso mesmo.



3) Para esta peneira, qual foi o ultimo primo que teve um novo X Util em sua linha?

Nessa peneira, os primos com X's Uteis sdo 2, 3 e 5. Os multiplos de 7 e 11 eram todos os X's antigos. Se vocé
olhar para a resposta a ultima pergunta, vera a resposta aqui. A Unica maneira de obter novos Xs é multiplicar
um primo por primos maiores ou iguais a ele mesmo. Assim que chegarmos a um numero primo como 7, onde
7 x 7> 25, ndo precisamos verifica-lo. Portanto, sé precisamos verificar os primos cujo quadrado é menor ou
igual ao ultimo ndmero.

4) Se vocé recebesse um numero, digamos 53, por quais nimeros primos vocé precisaria dividi-lo para ver se é
primo?

Da resposta a ultima pergunta, sé precisamos verificar os primos cujo quadrado é menor ou igual a 53. Esses
primos sdo 2, 3, 5 e 7 - nenhum deles divide 53 igualmente, entdo 53 deve ser primo!



Capitulo 5 — Alavancas e Mobiles

— Alavancas —

O principio da alavanca afirma que a forca exercida em um lado da alavanca por uma massa € igual a massa
vezes sua distancia do ponto de pivo, o fulcro.

Na alavanca acima, o 3 do lado esquerdo esta a uma distancia de 5 do fulcro, entdo sua forca €3 x5=15.05
do lado direito estd a uma distancia de 3 do fulcro, entdo sua for¢a é 5 x 3 = 15. Esta alavanca estd em
equilibrio.

Se houver mais de um peso em um lado, as forcas serdo somadas.
5 4 3 2 1 1 2 3 4 5
o ooh ®

Nesta alavanca, hd3x4+1x2+1x1=15nolado esquerdo e 5 x 3 =15 no lado direito. Portanto, estd em

equilibrio.

Restringirmos esses problemas para usar apenas numeros inteiros. Vocé pode decidir se permite que varios
pesos sejam suspensos do mesmo ponto - assumimos que ndo ha problema em fazer varios pesos na discussdo
a seguir.

— Quebra-cabegas de alavanca —

Vocé tem um peso de 3 unidades e um peso de 5 unidades para colocar em lados opostos do ponto de apoio.
Onde eles devem ser colocados em equilibrio? A resposta pode ser as distancias 5 e 3, mas também pode ser
10 e 6, ou até respostas maiores, como 15 e 9. Esteja aberto para discutir o que quer que seu filho venha a
descobrir.

Se vocé tiver um peso de 3 unidades e um peso de 5 unidades para colocar em um lado de uma alavanca, quais
pesos vocé pode colocar em quais distancias do outro lado? Esta pergunta continha as perguntas da pagina
Make It Count no final do Capitulo 4. Como antes, explore as diferentes combinacdes de pesos. O que
acontecerd se 3 e 5 forem substituidos por4e5,4e9ou6e9?

Como esse ultimo problema muda se colocarmos os pesos de 3 e 5 unidades em lados opostos do fulcro? Agora
é facil pensar um peso de 1 unidade usando 3 x2 =5 x 1+ 1 x 1. Que outros pesos vocé pode pesar desta
forma?



— Moveis —

voceé recebe alguns pesos e um design para um maobile com alguns pontos de fixagdo. O desafio é colocar no
maximo um peso por ponto de fixacdo para que o mébile se equilibre ao longo de cada brago. Por causa desses
problemas, vamos supor que os fios que criam o mdbile ndo tém peso. Cada brago do mébile é uma alavanca
que precisa ser balanceada, entdo esses quebra-cabegas sdao uma extensdo do Lever Balance - pratique-os antes
de inicia-los.

Comece com os celulares mais simples, que sao apenas alavancas no ar. Aqui esta uma solugdo para colocar os
pesos de 1 a 4 neste mével para equilibra-lo. Isso funciona como uma alavanca com o ponto de apoio no ponto
de parada. Para este mébile, temos2x4+1x2=4x1+3x2.

® O B
Se houver mais de um nivel para o mobile, cada braco individual em cada nivel deve se equilibrar como uma
alavanca. Para este préximo mobile, os dois bragos inferiores se equilibram porque 1x3=3x1e4x1=2x2.
Para o préximo nivel acima, basta somar os pesos abaixo dele. Por exemplo, o peso do lado esquerdo é1+3 =4
- no que diz respeito ao préoximo nivel acima, ndo importa onde naquele brago inferior os pesos estdo

localizados. Portanto, para o préximo nivel acima, (1 +3)x3 =(4 +2) x2 =12, entdo o nivel superior também se
equilibra.

f I I f | [ | I |
Divirta-se criando quebra-cabegas mdveis para o outro. Aqui estd um ultimo para brincar usando cada um dos
numeros de 1 a 6. Ndo se preocupe em ser extravagante e usar cada nimero uma vez. Qualquer quebra-cabeca

completo serd divertido. Verificando os niveis temos: 2x2=4x1;1x4+(2+4)x1=5x2;3x2=6x1;e(1+2
+4+5)x3=(3+6)x4.

6T e
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Capitulo 5 — Divida a caixa

— Introdugdo —

Um retangulo, 4 por 4 ou maior, com nimeros em alguns de seus quadrados, é dividido em retangulos
menores. Cada numero deve terminar em um retangulo separado cuja area seja aquele nimero.

Para adultos, construir esses quebra-cabecas é bastante simples. Pegue um retangulo, divida seu interior em
retangulos, coloque nimeros para as areas dentro de cada retangulo interno e remova qualquer sinal dos
retangulos internos. A Unica parte complicada é colocar nimeros em lugares que tornem o quebra-cabeca
razoavelmente facil de resolver - vocé sempre pode dar dicas, se necessario, se o quebra-cabeca ficar muito
dificil.

— Estratégias de resolucdao —

Aqui estdo algumas estratégias gerais que podem simplificar a resolucdo desses quebra-cabecas. Faca o possivel
para permitir que seu filho descubra essas regras enquanto brinca com os quebra-cabecas. Juntos, fagam uma

3 3 3

N
N
N

4 4 4

lista das regras que eles criarem.
1) Observe os nUmeros com apenas uma ou duas opg¢des para seus retangulos.

Ambos os 4 s3o altamente restritos. Cada 4 sé pode estar dentro de um retangulode 1 por4ou2por2.04
superior tem uma bainha, portanto nao pode estar dentro de um 1 por 4. Portanto, deve haver um retangulo de
2 por 2 no canto superior esquerdo. Isso deixa o 4 inferior com apenas a possibilidade de seu retangulo ser 1
por 4 e seguir ao longo do lado inferior.

2) Observe os numeros primos - eles devem estar dentro de um retangulo de 1 por n.

Os 3 no quebra-cabeca acima devem estar contidos em um retangulo de 1 por 3. O 3 no canto superior direito
so pode ser parte de um retangulo 1 por 3 que vai ao longo da borda superior ou ao longo do lado direito. O
guadrado superior esquerdo 2 por 2 sendo bloqueado para o 4 torna impossivel ter um 1 por 3 ao longo da
borda superior.

0O 1 por 4 ao longo da parte inferior forca o 1 por 3 para que o mais baixo dos dois 3 seja a mais alta das duas
possibilidades verticais.



4 2 4 2 4 2

3) Numeros proximos a dimensdao maxima geralmente tém poucas opgoes.

Veja os 6 e 5 no préximo quebra-cabecga. O 6 superior precisa de muito espaco, e a Unica maneira de haver
espaco suficiente para ele é verticalmente para baixo, usando toda a coluna. Os outros 6 ndo podem ser 1 x 6
porque a linha foi cortada pela coluna dos outros 6. Portanto, o 6 inferior deve ser 2 x 3, o que ainda ndo estd
totalmente determinado.

Como outro exemplo, se houvesse um 8 neste quebra-cabeca, 1 por 8 ndo caberia, entdo ele teria que ser parte
de um retangulo de 2 por 4.

4) Os quadrados que estdo encaixotados tém poucas opgoes.

O 5 superior esta encaixotado, entdo sua Unica opg¢do é estar em uma coluna de 5 caixas. Os outros 5, por ser
também primo, devem ir na vertical ou na horizontal. E cortado horizontalmente pela coluna para o 6, por isso
deve ir verticalmente até logo abaixo do 3.

5) Os cantos costumam ser altamente restritos.

O 2 no canto superior direito deve ir horizontalmente, por isso é facil de preencher.



Capitulo 5 — Quebra Cabecas de substituicao
de letras

— Introdugao —

Assim que seu filho se familiarizar com os quebra-cabegas de nimeros ausentes de algumas paginas anteriores
neste capitulo, eles podem comecar brincando com esses quebra-cabecas. Nestes, um ou mais dos digitos sao
substituidos por letras. As trés regras para letras sao:

e Uma determinada letra é sempre o mesmo digito digito

e (O'Mais a esquerda de um nimero nunca é 0

e Letras diferentes devem ser digitos diferentes

Crie esses quebra-cabecas pegando um problema de adi¢do ou subtracdo e substituindo um ou mais dos
digitos. Os quebra-cabecgas também podem ser criados para criar desafios interessantes de resolucdo de
problemas para seu filho. Observe que os valores das letras ndo sao transferidos de um quebra-cabeca para
outro.

— Exemplos —

Este primeiro exemplo ilustra como vocé pode pegar um problema de adi¢do ou subtracdo padrao e fazer dele
um quebra-cabeca de substituicdo de letras. A primeira versao substitui todos os 6's por A's, e a segunda versao
passou a substituir os 2's por B's.

23 23 B3
+46 . +4A +4A
69 A9 A9

O restante desses exemplos sdo cuidadosamente construidos para permitir a solu¢do usando propriedades da
situacdo particular. Uma propriedade a ser observada é que quando vocé adiciona dois nimeros, o transporte
para a proxima coluna é sempre 0 ou 1. Entdo, por exemplo, no problema A + A = C4, C deve ser 1 porque ndo é

permitido ser 0. B B A A D A
+8 +B +A +2 +2 4B
C 8 C4 BC EE AC

A C A A

A C A A A B
+A +C +7 +B +BB +AB
B2 D4 B BO A7 BA

BA AD AA AA AA AA
+BB +BD +BA +CB +AB +AA
CAB BCC BBC BBC CAC BBC




Capitulo 5 — Jogando com formas

— Bola de bilhar quicando — Introdugao —

Imagine uma mesa de bilhar que tem uma cagapa em cada canto. Quando uma bola
quica para fora da mesa, ela quica no mesmo angulo em que entrou. Se atirarmos

em uma bola em um angulo de 45 graus a partir do canto esquerdo inferior, para

onde ela vai parar? A resposta depende do tamanho da mesa. Na foto a direita esta

0 que acontece em uma mesa 3 por 4.

Dé ao seu filho o desenho de uma mesa e desafie-o a prever qual canto serd atingido
primeiro e quantos cliques serdo necessarios antes de chegar a esse canto.

— Bola de bilhar quicando — Andlise —

Comece deixando seu filho brincar com isso e ndo tenha pressa em descobrir os resultados. Como vocé vera,
esse problema envolve algumas idéias sofisticadas para um jovem. Conforme necessdério, faca uma ou duas
perguntas para estruturar um pouco mais o pensamento deles. Vocé sabe o que esta por vir - olhe para tabelas
mais simples primeiro para procurar padrdes - quando essa ideia se tornar automadtica para seu filho, isso serd
util para o resto de suas vidas!

As tabelas mais simples sdo 1 por n e sdo faceis de entender. Jogando com alguns valores de n, o padrdo
emerge rapidamente. E facil subestimar um resultado simples como este; entretanto, qualquer resultado
totalmente compreendido deve ser celebrado, e esse resultado levara a outros.

Resultado: 1 por n mesa: A bola tera n-1 quicando. A bola vai parar no canto inferior direito se n for par e no
canto superior direito se n for impar.

As proximas tabelas mais simples sdo 2 por n. Os padrées aqui sdo um pouco mais complexos. Uma boa
manutencdo de registros pode fazer uma grande diferenca em algo assim. Um experimentador observador
notara que uma mesa 2 por 4 se comporta exatamente como uma mesa 1 por 2 e uma mesa 2 por 6 como uma
mesa 1 por 3. Isso rapidamente se generaliza para o proximo resultado.

Resultado: uma tabela 2 por 2xn se comporta exatamente como uma tabela 1 por n.

Por que é isso? O que estd acontecendo? Este é um processo matematico a ser instilado em seu filho - procure
padrdes e, em seguida, procure entendé-los e, com essa nova compreensao, estenda seus resultados
anteriores.

O que estd acontecendo é que os saltos em uma mesa ndo mudam se vocé aumentar ambas as dimensdes pelo
mesmo fator. Quando isso é feito, a mesa é maior, mas a geometria é a mesma. Em termos de geometria, as
duas tabelas sdo consideradas "semelhantes".

Resultado: uma tabela kxm por kxn se comporta exatamente como uma tabela m por n.



Chegamos aqui em pequenos passos, mas este € um GRANDE resultado. Isso significa que podemos iniciar
nossa analise em qualquer tabela removendo primeiro qualquer fator comum.

Retomando de onde paramos para 2 por n tabelas. Entendemos o que acontece quando n é par, mas o que
acontece quando n é impar? O que acontece para 2 pornparan=1, 3,5, 7 e assim por diante? O padrao
rapidamente se torna facil de ver.

Resultado: quando n é impar, uma tabela 2 por n tem n saltos e termina no canto superior esquerdo.
Muito progresso esta sendo feito. Brincar com mais exemplos leva a mais padrdes.

Resultado: se n ndo for um multiplo de 3, uma tabela 3 por n tem n + 1 saltos e termina no canto superior
direito se n tiver um resto de 1 quando dividido por 3, e no canto inferior direito se n tiver um resto de 2
quando dividido por 3. Se n for impar, uma tabela 4 por n tem n + 2 saltos e termina no canto superior
esquerdo. Se n ndo for um multiplo de 5, uma tabela 5 por n tem n + 3 saltos e termina no canto superior
direito quando n é impar e no canto inferior direito quando n é par.

Nesse ponto, somos tentados a examinar os dados, ver alguns padrdes e fazer algumas conjecturas.

Conjectura: Suponha que k e n ndo tenham fatores em comum. Entdo a mesa ak por n terd k + n - 2 saltos.
Terminara no canto superior esquerdo se k for par. Ele terminard no canto superior direito se k for impar en for
impar, e no canto inferior direito se k for impar e n for par.

Uau - se essa conjectura for verdadeira, resolvemos completamente o .
problema! Vocé sabe o que esta por vir ... Vamos ver se podemos explicar .

por que essa conjectura deve ser verdadeira (ou descobrir que é falsa). L

Embora existam outras formas de compreender esta situagao, como as .

vezes acontece, o que torna este problema muito mais facil de compreender .
é uma ideia nova. Pode ndo ocorrer a vocé, mas quando vocé vir, ,

provavelmente ficara surpreso. A ideia é desdobrar a mesa para que a bola SN

fique em linha reta! Aqui estd o que acontece se desdobrarmos a mesa

original 3 por 4 e fizermos o caminho da bola em uma linha reta. iz

Ver que a conjectura é verdadeira é muito mais facil agora. Os rebatimentos correspondem a linhas cruzadas -
ha (k - 1) delas para cruzar em uma dire¢do e (n - 1) delas para cruzar na outra dire¢do, entdo, juntas, isso perfaz
um total de (k- 1) + (n-1) =k + n - 2 linhas para cruzar. Ver em que canto ela termina é uma questdo de
acompanhar como as coisas se desenrolam. Terminamos agora com uma jornada bastante interessante.



— Preenchendo regidoes com formas — Introdugcdao —

Suponha que vocé tenha um tabuleiro de xadrez de 8 por 8 e uma colecdo de 1 por 2 pecas. Encontrar uma
maneira de cobrir exatamente o tabuleiro de xadrez com 32 dessas pecas 1 por 2 é bastante simples.

Vamos comecar removendo alguns quadrados do tabuleiro e ver o que acontece. Se vocé remover um canto do
tabuleiro, saberd imediatamente que ndo pode mais cobrir o tabuleiro com pecas porque as pegas sempre
cobrirdo um nimero par de casas, e agora ha 63 casas para cobrir. Ok, remova dois cantos para fazer um
numero par de quadrados restantes - vocé pode cobri-los agora? A resposta depende de quais dois cantos vocé
remove. Porque? E se vocé ndo se restringir mais a remover cantos, o que acontecera entdo?

— Preenchendo regidoes com formas — Andlise —

Deixe seu filho brincar com isso antes de revelar a idéia de colorir. Se eles brincarem com tabuleiros pequenos,
podem descobrir a regra por conta prdépria, e isso é sempre melhor.

Uma observagdo que ajuda muito nessa questdo é usar a coloragao das casas do tabuleiro de xadrez. Se vocé
pegar as pecas de 1 por 2 e colorir um quadrado de branco e o outro de preto, vera uma coisa interessante
ocorrer. Cada peca deve cobrir um quadrado de cada cor. Ndo apenas k quadrados cobrirdo 2xk quadrados, mas
eles cobrirdo k quadrados brancos ek quadrados pretos - o mesmo nimero de quadrados de cada cor. Usando
essa ideia, torna-se ébvio que se vocé remover mais quadrados de uma cor do que de outra, serd impossivel
cobrir o tabuleiro.

Se seu filho estd gostando dessas perguntas, comece a usar outras formas para preencher o quadro. Brinque
com o preenchimento com 1 por 3 pegas ou com 3 quadrados em forma de L. Que padrdes e regras vocé
descobre com eles? Que outras formas podem ser interessantes para brincar?

— Preenchendo quadrados com quadrados — Introdugao —

De que forma vocé pode preencher um quadrado com outros quadrados, onde os outros quadrados ndo
precisam ser todos do mesmo tamanho? No entanto, os comprimentos ndo podem ser nimeros totalmente
aleatdrios - o comprimento lateral de cada quadrado deve ser algum numero inteiro multiplo de comprimento
fixo. A questdo a investigar é: Quais sao todos os nimeros de quadrados possiveis? Além disso, se
vocé sabe que um nimero é possivel, existe uma maneira facil de descrever como fazé-lo?

Deixe seu filho brincar com ele por muitos dias e nao tenha pressa para encontrar a resposta.

Existem muitas maneiras diferentes de apresentar ideias para esta investigacdo, portanto, seja
flexivel e trabalhe com as ideias de seu filho. Aqui estd um diagrama mostrando como 6 é

possivel.

Apresentar alguns exemplos rapidos é sempre uma boa ideia. Quebrar o grande quadrado em quadrados de
tamanhos iguais € um comeco facil. Disso vocé sabe que todos os nimeros quadrados (1, 4, 9, 16, 25, ...)
funcionam.



Trabalhando com o exemplo de 6 quadrados, podemos usar um grande quadrado de qualquer tamanho e
colocar quadrados de 1 por 1 em dois de seus lados. Fazendo isso para quadrados cada vez maiores (1 por 1, 2
por 2, 3 por 3, ...),obtemos1+3=4,1+5=6(comoilustrado),1+7=8,1+9=10, e
assim por diante. Portanto, todos os nimeros pares que come¢am com 4 podem ser feitos

dessa maneira.

Uma ideia poderosa que resolve isso rapidamente é ver que podemos pegar um diagrama
que funciona e substituir um de seus quadrados por outro diagrama que funciona.

Portanto, por exemplo, se vocé pegar um 2 por 2 simples preenchido com 4 quadrados de

1 por 1 e substituir um desses quadrados de 1 por 1 pelo exemplo de 6 quadrados, obtera
o diagrama mostrado a direita com 9 quadrados.

Como um quadrado estd sendo substituido por um diagrama de n-quadrados, a mudanca liquida no nimero de
guadrados é somar n-1 deles. Isso significa que podemos pegar um ndmero que funcione e adicionar multiplos
de um a menos a qualquer outro nimero que funcione. Em particular, podemos adicionar multiplos de 4 -1 =3
a qualquer outro nimero que funcione - os mais faceis de somar 3 sdo todos os niUmeros pares comecando
com 4.

Colocando tudo junto diz que os nimeros 1, 4,6, 7, 8, 9, ... todos funcionam, e é facil ver pelo menos uma
maneira simples de construi-los. Também é facil se convencer de que 2, 3 e 5 sdo impossiveis.

Se seu filho gosta de explorar essa questao, explore as variacdes desse tema. Suponha que vocé permita apenas
guadrados de certos tamanhos - como 1 por 1, 2 por 2 e 3 por 3. Ou talvez permita apenas 2 por 2 e 3 por 3.
Veja quais perguntas levam a resultados interessantes e quais ndo sdo tdo interessantes .

Outra direcdo a se olhar é preencher outras figuras com figuras que tenham a mesma forma. Por exemplo, faga
a mesma pergunta para tridangulos regulares (tridngulos com todos os lados do mesmo comprimento). Alguns
ndmeros sdo interessantes para investigar desta forma, e alguns ndo sdo nada interessantes - quais?



Use um pedaco de papel compartilhado preenchido da seguinte forma:

O primeiro jogador move uma ficha para qualquer nimero de 1 a 9 nos
quadrados de 1-9 na linha inferior. O segundo jogador coloca outra ficha em
um dos quadrados de 1-9 na linha inferior e reivindica o produto na grade de
6 por 6. A partir de entdo, cada jogador escolhe mover um dos dois tokens e
reivindicar o produto (se puder). O primeiro jogador a reivindicar 3 quadrados
consecutivos vence. Misture os numeros dos produtos na grade de 6 por 6
para dar ao seu filho uma melhor pratica na identificacdo dos produtos.

Capitulo 5 — Jogo do produto

— Introdugdo —

2

3

4

5

6

8

9

10

12

14

16

18

20

21

24

27

28

30

32

35

40

42

45

48

49

56

63

64

72

81

[tlefs]4fs]e]7]e]o]

Esses tabuleiros de jogo podem ser feitos do tamanho que vocé quiser, embora eles se tornem bem grandes

rapidamente. Aqui estdo alguns painéis maiores com os intervalos de nimeros maiores correspondentes abaixo

deles.

Jl1]|2|3 4|56 *|1|2|3|4|5]|6]|7
1|23 |4|5]6 7(8|9|w0|n|12|14 8|9 |10|n |d|12]14]15
7|8 |9|10|12]14 15|16 |18 |20 [y | 21 |22 16 |18 |20 | 21 |22 |24 |25 |27
15 (16 (18 |20 | 21 | 24 24 (25|27 |28 (30|32 |33 *28 303233353640
25|27 |28 30|32 |35 35|36 |40 | 42 | 44 | 45 | 48 42| 44 | 45 | 48 |H| 49 |50 |54
36 |40 |42 |45 | 48 | 49 49 |+ | 50| 54 |55 | 56 | 60 55|56 |60 | 63 |64 | 66|70 |72
50 | 54 |56 | 60 | 63 | 64 63|64 |66 |70|72|77 80 Y| 77|80 81 |84 |88 90|96
70|72 |80 | 81|90 100 81 |88 | 90|99 |100|110 | 121 99 100|108 | 110 [120 | 121|132 |144

‘1|z|3‘4|5|e[7]s|9[10] [1]z|3|4]5|e|7\8|9|m[n] |1|a‘3|4|5[e|7|8[9]10|n|1a‘

Os quadrados com estrelas vermelhas sdo quadrados “livres” e podem ser usados por qualquer um dos lados
conforme necessario.




Capitulo 5 — Calculadoras limitadas

— Introdugdo —

Suponha que vocé tenha uma calculadora que estda muito quebrada e seja desafiado a produzir algum resultado
na calculadora. Vocé pode criar uma grande variedade de cendrios que podem fornecer desafios interessantes
com uma descri¢do rapida do quebra-cabeca. Esta atividade é facil de jogar oralmente sempre que vocé tiver
um momento livre. Aqui estdo alguns exemplos para vocé comecar.

Embora existam alguns momentos em que a matematica mais profunda esteja ocorrendo nessas questdes, a
maioria deles sdo problemas inteiramente para a diversdo de brincar com eles.

1a) Suponha que vocé tenha uma calculadora com +, -, x e /, mas apenas uma tecla numérica funcional, o 4.
Vocé conseguiu o resultado 21? Em caso afirmativo, qual é o menor nimero de etapas de que vocé precisa?

4+4+4+4+4+4/4=21¢uma maneira, mas existem muitas outras maneiras de fazé-lo. Outro é 4 x (4 + 4/4)
+4/4. O objetivo é brincar e aproveitar a exploragdo.

1b) Suponha que vocé possa usar 4 no maximo quatro vezes - quais nimeros vocé pode produzir? Suponha que
vocé tenha que usar o 4 exatamente quatro vezes.

A medida que os recursos matematicos de uma crianca aumentam, o problema dos quatro 4 é um
guebra-cabeca divertido. Neste ponto, as escolhas de seu filho sdo bastante limitadas, mas ainda é muito
divertido brincar com ele. Sera particularmente dificil fazer muitos dos nimeros sem dividir ou usar decimais.
Ndo se preocupe em colocar todos os nimeros em ordem - apenas crie o maximo possivel de nimeros
diferentes.

Aqui estdo alguns exemplos apenas para vocé comecar.
1=(4/4) x (4/4) = 44/44

2=4/((4+4)/4)

3=(4+4+4)/4

4=(4-4)x4+4

6=4+(4+4)/4

7=44/4 -4

8=(4+4)x(4/4)=4+4+4-4

32=4x4+4x4

1c) Brinque com outros numeros Unicos e criando outros resultados.



2a) Suponha que sua calculadora pudesse somar apenas 4 ou 7. Quais niumeros vocé poderia produzir?

Este é o resultado que vimos vdrias vezes até agora. Comecando em (4 - 1) x (7 - 1), vocé pode alcangar todos os
numeros adicionando multiplosde4e7.18=2x7+4,19=3x4+7,20=5x4,21 =3 x 7 e assim por diante.

2b) Suponha que tenha 4 ou 7, mas pode somar e subtrair. Que nimeros vocé poderia produzir?
Vocé pode produzir todos os nimeros dessa maneira.
2c) Substitua 4 e 7 por outros pares de nimeros. O que acontece com esses pares?

Na Teoria dos Numeros, isso é chamado de Teorema de Bezout. O resultado diz que, combinando multiplos de
dois numeros, vocé pode produzir qualquer multiplo do maior divisor comum dos dois nimeros.

3) Suponha que vocé so tivesse uma chave 1 e s6é pudesse somar ou dobrar. Por exemplo, 2 x (2x 1)+ 1 é5. Que
outros nimeros vocé pode criar?

Esta é uma pergunta sobre nimeros binarios disfarcados. Ndo é importante para o seu filho perceber ou
compreender isso, é apenas para brincar. Qualquer nimero pode ser escrito em binario, portanto, todos os
numeros podem ser obtidos combinando a duplicagdo com a adi¢cdo de 1. Por exemplo, 21 é 16 + 4 + 1.
Portanto,21=2x(2x(2x(2x1)+0)+1)+0)+1.



Capitulo 5 — Dobrar ou Nada

— Introdu¢do —

Os jogadores comecam o jogo escolhendo secretamente 5 nimeros distintos maiores que 20 e ndo maiores que
120. Depois de selecionados, eles sdo escritos onde todos podem vé-los. Usando cartdes numéricos ou algum
outro dispositivo, um nimero aleatério de 1 a 20 é criado. Esse nimero é repetidamente dobrado até que o
numero de alguém seja acertado pela primeira vez ou o numero fique maior que 120. O primeiro jogador a ter
todos os cinco numeros acertados é o vencedor.

— Anidlise —
A questdo é: Quais sdo os cinco melhores nimeros para escolher? Aqui estdo algumas idéias para pensar.
Regra: sempre escolha um nimero que seja uma poténcia de 2 vezes um nimero de 1 a 20.
Se vocé escolher um ndmero como 23 ou 46, eles nunca serdo atingidos e vocé certamente perdera.

Regra: nunca escolha um nimero que seja duas vezes outro nimero que vocé poderia ter escolhido, mas nao
escolheu.

Se vocé escolher 44, por que ndo escolher 22? Se a outra pessoa escolher 22, vocé perderd uma rodada.

Andlise adicional: Os nimeros de 1 a 20 tém a mesma probabilidade de serem escolhidos. No entanto, como 9
leva a 18, 18 é duas vezes mais provavel como ponto de partida do que, digamos, 11. Se vocé combinar as
maneiras de obter inicios diferentes, os pontos de partida terdo as seguintes probabilidades:

11-1/20 (de 11)

12-3/20 (de 3,6 e 12)

13 - 1/20 (de 13)

14-2/20 (de 7 e 14)

15 - 1/20 (de 15)

16-5/20 (de 1,2, 4, 8 e 16)
17 - 1/20 (de 17)
18-2/20 (de 9 e 18)

19 - 1/20 (de 19)

20-3/20 (de 5, 10 e 20)

Claramente, os melhores nimeros para usar sdo multiplos de 16, 12 e 20. Uma estratégia simples é usar os
cinco numeros: 32, 64, 24, 48 e 40. Esses numeros nem sempre vencem, mas devem funcionar muito bem para
vocé com o tempo.



